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Аннотация. Рассматривается возможность практического применения решения
дифференциальных уравнений методом разделения переменных для задач гидродинамики. В
случае предельно низких и предельно высоких значений характерного числа Рейнольдса
сформулирована автомодельная задача, получена определяющая система дифференциальных
уравнений в частных производных. Найдены фундаментальные решения задачи, используя
метод разделения переменных. При этом использовались соображения о симметрии решения
по переменным.

Рассматриваются течения в каналах, образующая

которых является прямой линией, а поперечное сечение

представляет собой квадрат со стороной а (рисунок 1). Течения

образованы вдувом со скоростью constq !"  через стенки

каналов. Движение жидкости описывается следующей

системой уравнений:
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где V  - вектор скорости жидкости, Р – давление, -плотность, (,div  - дифференциальные

операторы дивергенции и Гамильтона, 22
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!'  - оператор Лапласа.

Приведем систему уравнений (1.1) к безразмерному виду, нормируя координаты на

характерный для задачи размер а, а скорость и давление по соотношениям:
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Приходим к следующей постановке задачи:
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Здесь a/qRe +"! - число Рейнольдса. В силу постоянства скорости вдува )( zqq "" .

можем полагать, что компоненты вектора скорости по осям x и y зависят только от x и y:

/ 0yxvvyxuu ,),,( !! .

С учетом этого из первого уравнения системы (1.2) следует, что ),( yxzWw ! . Для

распределения давления можно предложить зависимость
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где р0-значение давления в начале координат, а неизвестная константа (Re)CC ! . Тогда

система (1.2) примет вид:
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С целью анализа кинематической структуры течения рассмотрим его часть в

окрестности угла А. Для этого введем новую систему координат, расположив угол в ее

начале. Предполагается, что в окрестности угла есть бесконечно малое скругление.

Нетрудно видеть, что решение системы (1.3) зависит от величины числа Рейнольдса.

Рассмотрим два возможных предельных случая: 01Re  и 21Re .

Случай "исчезающей вязкости".

При 21Re  в окрестности угла компоненты вектора скорости u~v~1, w~0. Тогда

последнее уравнение системы (1.3) примет вид:
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2CWW yx !4"4 .                                                          (1.4)

Остальные уравнения (1.3) удовлетворяются тождественно.

Продифференцировав (1.4) по x и y, получим:

,WW yxxx 0!44"44                                                            (1.5)

.WW yyxy 0!44"44                                                             (1.6)

Учитывая, что yxxy WW 44!44  в силу непрерывности функции W и ее производных, найдем

разность (1.5) и (1.6):

.WW yyxx 0!44)44                                                             (1.7)

В силу симметрии течения относительно диагонали АО, используя метод разделения

переменных, будем искать решение в виде

)y(Y)x(XW *! .                                                  (1.8)

С учетом (1.8) уравнение (1.7) примет вид:



0!44)44 YXYX

или

25!
44

!
44

Y
Y

X
X ,                                                          (1.9)

где const!25 .

Граничные условия следующие:

.)(Y,)(X 0000 !!                                                  (1.10)

С возрастанием координат x и y возрастают функции X(x) и Y(y).

Выражение (1.9) равносильно системе уравнений:
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В силу граничных уссловий (1.10) можно искать фундаментальное решение в виде
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где !,,,k 531!

Пусть 1!k , тогда

)xk(sin)xk(sinYXW
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2 66
7!*! .                               (1.11)

Но известно 8 94 , что при 21Re

)y,x(CfW ! ,                                                       (1.12)

где 
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6  определяется геометрическими размерами канала и для канала с сечением в

форме квадрата со стороной 1!a  получим 6!C .

Тогда из (1.11) и (1.12) следует, что

67 !! C .

Зависимость

)y(sin)x(sinW
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6!                                             (1.13)

является приближенным решением уравнения (1.4) и точным решением уравнения (1.7), так

как
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Но эта зависимость позволяет судить о трансформации трубок тока в окрестности угла.

Пусть 8 0C,W 0; -параметр, тогда из (1.13) имеем:



/ 0 / 0/ 0/ 022 /xsin/Warcsin/y 666 *! .

Рассмотрев уравнения изолиний constW !  из указанной области определения, получим

следы трубок тока в окрестности угла на поверхности constz ! , показанные на рисунке 2.

Рисунок 2

Случай "большой вязкости":

При 01Re  четвертое уравнение системы (1.3) примет вид:

0!'w

или

.WW yyxx 0!44"44                                                        (1.14)

В силу симметрии течения относительно диагонали АО будем искать решение в виде

(1.8).

С учетом (1.8) уравнение (1.14) примет вид:
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где const!25 .

Граничные условия остаются неизменными.

Выражение (1.15) равносильно системе уравнений:
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Но в силу симметрии решения это возможно только при 0!5 . Тогда из системы (1.16)

следует, что

0!44X .                                                            (1.17)



Проинтегрировав выражение (1.17) два раза, получим:

21 cxcX "! .                                                       (1.18)

Но из граничного условия 00 !)(X  следует, что 02 !c ,тогда (1.18) примет вид:

xcX 1! .

В силу симметрии решения

ycY 1! .

Пусть 01 7!c , тогда
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где С0=С(Re) при 01Re .

Тогда уравнения изолиний constW !  имеют вид:
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Картина изолиний изображена на рисунке 3.

Рисунок 3

Как следует из рисунков 2 и 3, картина изолиний constW !  двух рассмотренных режимов

течения качественно похожи. Кроме того, если вблизи начала координат форма изолиний

близка к очертаниям угла, то по мере удаления контуры constW !  более напоминают дуги



окружностей. Поэтому можно предполагать, что вблизи центра канала течение стремиться к

осесимметричному.
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