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Одномерная секционная кривизна однородных римановых многообразий
Е.Д. Родионов, В.В. Славский

Введение
В [11] исследовалась одномерная секционная кривизна римановых многообразий. В данной работе исследова-

но поведение одномерной секционной кривизны в случае однородных римановых пространств.

Основные факты
Пусть ∇ линейная связность Леви-Чивита римановой метрики ds2 = gijdx

idxj на многообразии Mn,
Rijks – тензор кривизны,Rij – тензор Риччи,Ric(ξ) = Rijξ

iξj – кривизна Риччи в направлении единичного
вектора ξ, R – скалярная кривизна метрики ds2.

При исследовании римановых многообразий важную роль играет тензор, определяемый формулой

Aij =
1

n− 2

(
Rij − Rgij

2(n− 1)

)
. (1)

Он представляет собой целую часть от деления риманова тензора кривизны на метрический тензор относительно
произведения Кулкарни-Номидзу [4]. Используя тензорAij тензор кривизны можно представить в виде

Rlkij =Wlkij + gl,jAk,i + gk,iAl,j − gl,iAk,j − gk,jAl,i,

гдеWlkij – тензор Вейля.
Определение 1. Одномерной секционной кривизной назовем величину

A(ξ) =
Aijξ

iξj

gijξiξj
,

где ξi – произвольный вектор, задающий одномерную площадку.

Риманову кривизну двумерной площадки можно представить в виде

K(ξ ∧ η) =
Rijklξ

iηjξkηl

gikξiξkgjlηjηl
=

Wijklξ
iηjξkηl

gikξiξkgjlηjηl
+
Aijξ

iξj

gikξiξk
+
Aklη

kηl

gjlηjηl
,

где ξ, η – ортогональный базис двумерной площадки. В частности, для конформно плоской метрики, или для
трехмерного риманова многообразия, формула примет более простой вид

K(ξ ∧ η) =
Aijξ

iξj

gikξiξk
+
Aklη

kηl

gjlηjηl
.

С учетом вышеприведенных обозначений справедлива
Теорема 1. Пусть (Mn, ds2) – риманово многообразие. Тогда справедливы утверждения:

1. Если одномерная секционная кривизна A(ξ) неотрицательна всюду на многообразии (Mn, ds2), то

кривизна Риччи также неотрицательна всюду на многообразии (Mn, ds2). Более того, если в неко-

торой точке p ∈ Mn существует вектор η ∈ TpM
n такой, что Ric(η) = 0, то кривизна Риччи в

этой точке равна нулю.

2. Существуют римановы многообразия неотрицательной кривизны Риччи и осциллирующей одномер-

ной секционной кривизны.

Доказательство. В произвольной точке многообразияMn рассмотрим ортонормированный базис {ξ1, . . . , ξn},
в котором квадратичная форма Риччи приобретает диагональный вид. Пусть r1, r2, . . . , rn – главные значения
кривизн Риччи, тогда условие неотрицательности одномерной секционной кривизны равносильно выполнению си-
стемы неравенств 


r1 −

P
ri

2(n−1) ≥ 0,
· · ·

rn −
P
ri

2(n−1) ≥ 0.
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Отсюда следует, что ∑
k

(
rk −

∑
ri

2(n− 1)

)
=

n− 2
2(n− 1)

∑
ri ≥ 0,

т.е.
∑

ri ≥ 0, а это значит, что rk ≥
P
ri

2(n−1) ≥ 0. Таким образом кривизна Риччи неотрицательна всюду на
многообразии (Mn, ds2).

Предположим теперь, что найдется точка p ∈ Mn и вектор η ∈ TpM
n такой, что Ric(η) = 0. Тогда

A(η) = 1
n−2

(
− R

2(n−1)

)
≥ 0, следовательно скалярная кривизна R =

∑
ri ≤ 0, и так как ri ≥ 0, i =

1, . . . , n, то r1 = r2 = . . . = rn = 0.
Для доказательства утверждения (2) теоремы рассмотрим случай, когда (Mn, ds2) есть прямое риманово

произведение компактных Эйнштейновых многообразий: (Mn, ds2) = (M1, ds
2
1) × . . . × (Mk, ds

2
k) с кон-

стантами Эйнштейна r1 ≥ 0, . . . , rk ≥ 0. Рассмотрим главные значения одномерной секционной кривизны в
произвольной точке многообразия: 1

n−2

(
ri −

P
ri

2(n−1)

)
. Если теперь достаточно сильно сжать метрику многооб-

разия (Mn, ds2) в направлении одного сомножителя (Mj , ds
2
j) , оставляя метрики на остальных сомножителях

без изменений, то одномерная секционная кривизна примет значения разных знаков, а кривизна Риччи останется
неотрицательной.

Замечание 1. Заметим, что если для одномерной секционной кривизны выполняется неравенство

Aijξ
iξj ≥ 1

2
k0gijξ

iξj ∀ξ ∈ Tx(M),

где k0 – некоторая константа, то для кривизны Риччи выполняется неравенство

Rijξ
iξj ≥ (n− 1)k0gijξ

iξj ∀ξ ∈ Tx(M).

Замечание 2. Нетрудно видеть, что условие постоянства кривизны Риччи r1 = r2 = · · · = rn, или

эйнштейновости многообразия (Mn, ds2), равносильно условию постоянства одномерной секционной кри-

визны

r1 −
∑

ri
2(n− 1)

= · · · = rn −
∑

ri
2(n− 1)

.

Одномерная секционная кривизна однородных римановых
многообразий

Всюду в этом параграфе предполагается, что M = G/H – однородное пространство, G – связная группа
Ли, действующая эффективно наM диффеоморфизмами r(y) : xH → yxH ,H – компактная связная подгруп-
па Ли, g и h – алгебры Ли группG иH соответственно, [·, ·] – скобка Ли алгебры g. Пусть adξ : η → [ξ, η] –
внутренний автоморфизм алгебры g, аB(ξ, η) = −tr adξ◦adη – минус форма Киллинга алгебры g. В предполо-
жении компактности и полупростотыG формаB(ξ, η) положительно определена, аG-однородная риманова мет-
рика ds2B на однородном пространствеG/H , полученная из B(ξ, η) при естественной проекции π : G→ G/H ,
называется стандартной. Более того, если мы рассмотрим p– ортогональное дополнение к h в g относительноB,
то можно отождествить G - инвариантные римановы метрики на G/H с ad(h) – инвариантными скалярными
произведениями на p, при этом секционная кривизна, кривизна Риччи и скалярная кривизна легко вычисляются
с помощью ad(h) - инвариантного скалярного произведения на p и скобки Ли [·, ·] алгебры g [4], а значит то
же самое можно сказать и об одномерной секционной кривизне A(ξ) = 1

n−2

(
Ric(ξ)− R

2(n−1)

)
однородного

риманова пространства.
Имеет место

Теорема 2. Пусть (G/H, ds2)– однородное риманово многообразие. Тогда справедливы утверждения:

1. Если одномерная секционная кривизнаA(ξ) неотрицательна для любого вектора ξ ∈ TeG/H , то кри-

визна Риччи Ric(ξ) неотрицательна для любого ξ ∈ TeG/H . Более того, если существует вектор

η ∈ TeG/H такой, что Ric(η) = 0, то (G/H, ds2) изометрично прямому риманову произведению

плоского тора и евклидова пространства.

2. Существуют однородные римановы многообразия неотрицательной кривизны Риччи и осциллирую-

щей одномерной секционной кривизны.
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Доказательство. Первая часть утверждения (1) теоремы следует из теоремы (1). Предположим, что найдет-
ся вектор η ∈ TeG/H такой, что Ric(η) = 0. Тогда A(η) = 1

n−2

(
− R

2(n−1)

)
≥ 0 и, чтобы избежать

противоречия, мы должны предположить, что (G/H, ds2) является Риччи плоским, а значит согласно теореме
Д.В.Алексеевского-Б.Н.Кимельфельда [2], плоским, т.е. изометрично произведению плоского тора на евклидово
пространство.

Для доказательства утверждения (2) рассмотрим трехмерные унимодулярные группы Ли G с левоинвари-
антной римановой метрикой ds2. Пусть r1, r2, r3 – главные значения кривизны Риччи однородного риманова
пространства (G, ds2). Тогда условия неотрицательности кривизны Риччи и одномерной секционной кривизны
запишутся в виде систем неравенств:


r1 ≥ 0
r2 ≥ 0
r3 ≥ 0

для кривизны Риччи,




r1 −
P
ri

4 ≥ 0
r2 −

P
ri

4 ≥ 0
r3 −

P
ri

4 ≥ 0
для одномерной секционной кривизны.

Теперь нетрудно видеть, что кривизна Риччи может быть неотрицательна, а одномерная секционная кривизна
осциллировать, если главные значения кривизны Риччи r1, r2, r3 попадут вне трехгранного угла, ограниченного
плоскостями α : 3r1 − r2 − r3 = 0, β : −r1 + 3r2 − r3 = 0, γ : −r1 − r2 + 3r3 = 0, оставаясь в области
неотрицательности кривизны Риччи. Для завершения доказательства воспользуемся теоремой О.Ковальского-
С.Никчевич [9] в которой показано, что трехмерная унимодулярная группа Ли G с левоинвариантной римано-
вой метрикой ds2 и главными значениями кривизны Риччи r1, r2, r3 существует тогда и только тогда, когда или
r1r2r3 > 0, или по крайней мере два из чисел r1, r2, r3 равны 0.

Замечание 3. Нетрудно построить однородные римановы многообразия произвольной размерности, удо-

влетворяющие условию (2) теоремы 3.1.

Критерий существования левоинвариантной римановой метрики положительной кривизны Риччи хорошо из-
вестен (см. Теорему 2.2 работы Дж.Милнора [8]), он следующий

Критерий 1. Связная группа Ли допускает левоинвариантную риманову метрику положительной кривизны

Риччи в том и только том случае, если она компактна, а ее фундаментальная группа конечна. Причем в

качестве такой метрики для компактной группы Ли с конечной фундаментальной группой можно взять

любую биинвариантную риманову метрику.

Имеет место

Теорема 3. Связная группа Ли допускает левоинвариантную риманову метрику положительной одномер-

ной секционной кривизны в том и только том случае, если она компактна, а ее фундаментальная группа

конечна. Причем в качестве такой метрики для компактной группы Ли с конечной фундаментальной груп-

пой можно взять стандартную однородную риманову метрику.

Доказательство. Предположим, что A(ξ) > 0 ∀ξ ∈ TeG. Тогда Ric(ξ) ≥ 0 ∀ξ ∈ TeG согласно теореме 3.1
Если Ric(η) для η ∈ TeG, то (G, ds2) является плоским, а значит одномерная секционная кривизна равна нулю
- противоречие с предположением. Таким образом Ric(ξ) > 0 ∀ξ ∈ TeG, а это значит, что G – компактна,
π1(G) – конечна согласно критерию.

ПустьG– компактна, а π1(G)– конечна. Тогда, в силу связностиG, центрG тривиален, аG– полупростая
компактная группа Ли. ПустьG = G1 × . . .×Gs – прямое произведение компактных простых связных групп
Ли; g1, g2, . . . , gs – соответствующие алгебры Ли. Очевидно, чтоBg = Bg1 +Bg2 + . . .+Bgs , где g = g1 ⊕
g2⊕ . . .⊕gs. Более того [4], (Gi, Bgi) являются стандартными однородными эйнштейновыми многообразиями с
константами Эйнштейна ri = 1

4 . Отсюда следует, что главные значения одномерной секционной кривизны имеют
вид

1
n− 2

(
ri −

∑
ri

2(n− 1)

)
=

1
n− 2

(
1
4
− 1
4

n

2(n− 1)

)
=

1
8(n− 1)

,

а значит одномерная секционная кривизна положительна.
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Замечание 4. Произвольная биинвариантная риманова метрика на связной компактной полупростой груп-

пе Ли G = G1 × . . . × Gs может не подходить в качестве метрики одномерной положительной секцион-

ной кривизны. В самом деле, пусть (·, ·)g×g – биинвариантная риманова метрика на G, тогда (·, ·) =
λ1Bg1 + λ2Bg2 + . . .+ λsBgs , где λ1, λ2, . . . , λs – положительные числа. Далее, если рассмотреть глав-

ные значения одномерной секционной кривизны 1
n−2

(
ri −

P
ri

2(n−1)

)
, то очевидно, что если сделать λj ,

j ∈ {1, . . . , s} достаточно малым числом, оставляя остальные λi, i ∈ {1, . . . , s} \ {j} без изменений,

то одномерная секционная кривизна примет значения разных знаков, хотя кривизна Риччи такой метрики

будет положительной.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (коды про-
ектов 99-01-00543, 00-15-96165).
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