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Использование теоремы Котельникова-Шеннона при интерполяции
временного ряда

М.Ю. Миронова

Имеется класс задач, в которых экспериментальный временной ряд представляет собой последовательность
неравномерных отсчетов. Под отсчетами понимается последовательность значений f(tk), где k – целые. От-
счеты называются равномерными, если tk = ∆ для некоторого ∆ в противном случае f(tk) – неравномерные

отсчеты. Пусть моменты отсчетов разделены на группы по N точек, которые повторяются периодически. Внутри
группы допускается произвольное расположение точек - моментов отсчетов; такие неравномерные отсчеты назо-
вем периодическими. Если же точки внутри группы следуют друг за другом через равные интервалы времени, то
отсчеты, соответствующие таким момента, назовем циклическими.

С такими временными рядами приходится сталкиваться, в частности, в медицине и биологии, поскольку, как
правило, нет возможности производить замеры параметров и заборы анализов круглосуточно. В этих случаях
экспериментальный ряд обычно представлен неравномерными отсчетами. Например, забор анализа производится
n раз в сутки с интервалом времени 24/nи с суточным пропуском. Схематически эти неравномерные циклические
отсчеты можно представить следующим образом:
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Рис. 1:

Возникает задача построения сигнала fиз неравномерных отсчетов f(tk) (где k – целые) – задача интерпо-
ляции временного ряда. Но в случае, когда основным объектом исследования является не сам временной ряд, а его
спектр, решением интерполяционной задачи можно считать восстановление спектра. Целесообразно обратиться к
теореме Котельникова-Шеннона (КШ), когда имеется априорная информация об ограниченности спектра функ-
ции f.

1. Теорема Котельникова-Шеннона
Определим пространство BΩ следующим образом:

BΩ =
{
f ∈ L2(R) : f̂(ω) = 0 для |ω| > Ω

}
(1)

где f̂ – преобразование Фурье функции f .

f̂(ω) =

+∞∫
−∞

f(t)e−2πiωtdt (2)

Предположим, что f(t) ∈ BΩ. Тогда для функции f(t)имеет место представление:

f(t) =
+∞∑
k=−∞

f(k∆)
sin π

∆ (t− k∆)
π
∆(t− k∆)

, (3)

где∆ = π/Ω.
Обычно в этом виде формула приводится в литературе по теории передачи информации.
Формула (3) показывает, что для восстановления на приемном конце канала связи сообщения, описы-

ваемого функцией f(t) с ограниченным спектром нет необходимости передавать все значения функции f(t),
определенные на всей оси −∞ < t < ∞, а достаточно передавать лишь значения этой функции f(k∆),
называемые отсчетами, через равные интервалы∆ = π/Ω [1, с.107].

Но в реальных условиях невозможно передавать неограниченное количество отсчетов, требуемое для восста-
новления функции по теореме КШ. Если же передать лишь конечное число отсчетов, то применение интерполя-
ционной формулы (3) без дополнительных ограничений приводит к неединственности. Для того, чтобы решение
интерполяционной задачи было единственным, нужно сузить класс функций, в котором решается интерполяцион-
ная задача.
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Например, можно положить равными нулю все отсчеты, кроме измеряемых. Тогда в случае равномерных от-
счетов в моменты времени t1 < t2 < . . . < tN , получаем следующее общее представление:

f(t) =
N∑
k=1

f(k∆)
sin π

∆(t− k∆)
π
∆ (t− k∆)

, (4)

где∆ = π/Ω, N = T/∆.

2. Фреймы и неравномерные отсчеты
Использование фреймов является подходящим инструментом для интерполяции функции.
Определение 2.1 Последовательность {fj}j∈Z в сепарабельном Гильбертовом пространстве H называется

фреймомH, если существуют константы (фреймовые ограничения)A,B>0 такие, что

A‖f‖2 ≤
∑
j

|〈f, fj〉|2 ≤ B‖f‖2
, ∀f ∈ H. (5)

Фрейм {fj}j∈Z называется точным, если при исключении из последовательности {fj}j∈Z хотя бы одного эле-
мента он не будет фреймом. Фрейм {fj}j∈Z называется плотным, если A=B.
Примеры.Пусть {en}∞n=1 – ортонормированный базис пространстваH.
• {e1, e1, e2, e2, e3, e3, ...} – плотный неточный фрейм с ограничениями A=B=2, но это не ортонормиро-

ванный базис.
• {e1, e2/2, e3/3, ...} – ортогональный базис, но не фрейм.
• {2e1, e2, e3, ...} – неплотный точный фрейм с ограничениямиA=1, B=2.

Определим анализирующий оператор T :

T : f ∈ H → Ff = {〈f, fj〉}j ∈ Z (6)

и синтезирующий оператор, который является сопряженным к T , следующим образом:

T ∗ : c ∈ l2 (Z)→ T ∗c =
∑
j

cjfj . (7)

Фреймовый оператор определим как S = T ∗T ; здесь Sf =
∑
j 〈f, fj〉fj . S ограничен следующим образом:

AI ≤ S ≤ BI .
Можно представить оператор R = TT ∗ в виде матрицы Грамма R : l2(Z) → l2(Z) с Rj,l = 〈fj , fl〉. На

�(T ) = �(R) матрица R ограничена:AE ≤ R ≤ BE. Справедлива теорема.
Теорема 1. Если дан фрейм {fj}j∈Z дляH, то любой элемент f ∈ H представим в виде:

f =
∑
j∈Z

〈f, fj〉γj =
∑
j∈Z

〈f, γj〉fj, (8)

где элементы γj = S−1fj – дуальный фрейм.

Формула (8) утверждает, что если множество {fj}j∈Z образует фрейм дляH , то можно восстановить функ-
цию f ∈ H по ее моментам 〈f, fj〉. Теорема отсчетов тесно связана с теорией фреймов, введем sinc-функцию:

sinc(t) =
sinπt
πt

. (9)

Теорема 2. Если множество{sinc( · −tj)}j∈Z является фреймом для B1/2, тогда функция f ∈ H един-

ственным образом определяется своими отсчетами {f(tj)}j∈Z. В этом случае f восстанавливается из

отсчетов следующим образом:

f(t) =
∑
j∈Z

f(tj)γj , где γj = S−1sinc( · −tj) (10)

или эквивалентным образом:

f(t) =
∑
j∈Z

cjsinc(t− tj), где Rc = b (11)

с R – матрицей Грамма сRj,l = sinc(tj − tl) и b = {bj} = {f(tj)}.
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Возникает задача проверки того, что множество {sinc( · −tj)}j∈Z является фреймом пространства B (или,
что эквивалентно, проверке множества

{
e2πiwtj

}
j∈Z

на свойство быть фреймом для пространстваL2 (−a, a).)
В [2] приведена следующая теорема:

Теорема 3. Пусть {λk}k∈Z, {µk}k∈Z ⊆ R. Предположим, что
{
eiωµk

}
k∈Z

– фрейм пространства

L2 (−π, π) с ограничениями A,B. Если существует число L < 1/4 такое, что

|µn − λn| ≤ L и 1− cosπL+ sinπL <

√
A

B
, (12)

тогда
{
eiωλk

}
k∈Z

– фрейм пространства L2 (−π, π) с ограничениями

A

(
1−
√
B

A
(1− cosπL+ sinπL)

)2

, B (2− cosπL+ sinπL)2 . (13)

Следствие 1. Пусть {λk}k∈Z, {µk}k∈Z ⊆ R. Предположим, что
{
eiωµk

}
k∈Z

– фрейм пространства

L2 (−a, a) с ограничениямиA,B. Если существует число L < 1/4 такое, что

|µn − λn| ≤ Lπ

a
и 1− cosπL+ sinπL <

√
A

B
, (14)

тогда
{
eiωλk

}
k∈Z

– фрейм пространства L2 (−a, a) с ограничениями

A

(
1−
√
B

A
(1− cosπL+ sinπL)

)2

, B (2− cosπL+ sinπL)2 . (15)

Следствие 2. Пусть {λk}k∈Z ⊆ R, µk = k ·∆, k ∈ Z,∆ ·a = π. Тогда
{
eiωµk

}
k∈Z

– фрейм пространства

L2 (−a, a) с ограничениями 2a, 2a. Если существует число L < 1/4 такое, что

|µn − λn| ≤ L∆, (16)

тогда
{
eiωλk

}
k∈Z

– фрейм пространства L2 (−a, a) с ограничениями

2a(1− sin 2πL), 2a (2− cosπL+ sinπL)2 . (17)

3. Один из способов интерполяции
Пусть имеется временной ряд, представленный неравномерными циклическими отсчетами f(λk), где после-

довательность {λk}k∈Z ⊆ R разбита на подгруппы, состоящие из p точек, с r пропусками между подгруппами:

p r

∆ ∆
Рис. 2:

Теорема 4. Пусть f ∈ Ba, a∆ = π, p > 1. Если выполняется неравенство

3p
4p− 3

< r <
5p

4p− 5
,

то значения f восстанавливаются в пропусках.
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